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О ПРОИЗВЕДЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ УНИТАРНЫХ ОПЕРАТОРОВ
Знайдена множина значень у є С, для яких рівняння ИСО, з уї з умовами
П'аЦ а ЦИ- Ї має розв'язки в множиніунітарних операторів, Доведено, що для будь-
якого уєС, У =1 оператор у/ можно подати як добуток чотирьох унітарних
самоспряженихоператорів.
Каючовіслова: унітарний оператор, самоспряжений оператор, власне значення лінійного
оператора.
Найдено множество значений у є С , для которьіх уравнениє UU,U, = y] с усло-
виями (/” =U; =U; =] имеет решения во множестве унитарньхх операторов. Доказано,
что для любого у є С, || =1 оператор у{ можио представить как произведение четырех
унитарных самосопряженных операторов.
Ключевыеслова: унитарный оператор, самосопряженный оператор, собственное значение
линейного оператора.
Wefounda set of values 7 < C , for which the equation U/U,U,=y1 with the conditions
Uf =U; =Uj =] have a solution in the set of unitary operators. Proved that for any y eC,
|| =1, Ме орегаюг у/ сап Ъе гергезешей а5the product of four unitary selfadjoint operators.
Key words: the unitary operator, selfadjoint operator, eigenvalue of a linear operator.
Изучаемая задача теории операторов B гильбертовом пространстве воз-
никлав теории представлений мультипликативных аналогов алгебр из [3].
Пусть А==Т,„..ж — ЗВездный граф с К лучами и т, вершинамина/-ом
луче (7 =). требує описать множество У; - (у є М, |Й з 1; существуют
к унитарных операторов (,0.,...,Ц со свойствами І =, j= Lk и
0,зУГУ. |
В настоящей статье мы покажем, что для диаграмм Дынкина D,,, =T),5,
клі
(см. КРУ, зує", К =0,2и-—1› (теорема1), а для расширенной диаграммы
Дынкина 0. =Т5222 (см.[2] Vy = Si= {y ЕС! | = 1} (теорема2).
Теорема 1. Множество значений уе 5', таких что существуют уни-
тарные операторы ,И,,Ц. в гильбертовом пространстве С, удовлетво-
ряющие условиям
UP =U; =U; =1, ЦО, =,
 




совпадает с множеством У,= | ", k=0,2n- i.
Непосредственноиз [1] следуют леммы.
Лемма 1. Пусть ИО, - унитарные самосопряженные операторы в
гильбертовом пространстве С’. Тогда
a(UU,)=o0(U,U,) =oU,).
Лемма 2. Пусть оператор О в двумерном подпространстве Н
гильбертова пространства С в некотором ортонормированном базисе е,,6е,
пространства Н имеет матрицу
Гея 0.
4-( 9 oo) (O0<g<2z).
‘Torna существуют унитарные самосопряженные операторы , и 0, в Н,
такие что И =ЦО.. 7 |
Доказательство теоремы 1. Обозначим W=U,U, Порядок оператора
С, ‘конечен, следовательно, (0) дискретен. Пусть е - собственный вектор
оператора U,, соответствующий собственному значениюA =e®(0< Q <27).
7 Злі ~ | ‘ і ‘
Тогда ", k=блеа, "Так как UW =УТ, то вектор е является
собственным также для оператора Й". Предположим, что Те = де, где
и=е"(0<и <2мл). |
1) Пусть не К. Тогда и = +1. Если д=1, то имеем
 Ая!
(СПИ)е = уе => Ме=уе > Де = уе => у= выра ", каві,





2) Пусть шєСЛК. Согласно лемме 1, Leo). Следовательно,
 
существует вектор fEG\{0,}, такой что Wh =uf. Bextop / sapnaerca
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собственным также для М... Предположим, что U,f=A4,f, rae
A, =e? (0S, <27). Sos
(UWhe=ye> Ape=ye>Au=y,
(UW)f arf > Auf arf hu=y.






Так какд "”, вби Аа, =. ny кабан
 Злі3 я
y =e", 24=0,+9,+20m, meZ = yee ”, в-йитт=
 клі
=> rele’ , кабан,
лі
Покажем, что для любого злемента у є | "ГЕ «бак существуют
 
унитарные операторы М,(,,Ц,, удовлетворяющие условиям
U! =U; =U; =], UU,U,=yI.
клі
Если у є і ", Каебди- i ‚ То в качестве таких операторов можно взять
 
U,=yl, U,=U,=1.
  клі клі Клі
Пусть rele" ‚ кави и a "”, К-т. To у=е",
где А- нечетное число, 1<&<2и-1. Рассмотрим унитарные операторы U, x
Й’ , заданные в двумерном подпространстве Н гильбертова пространства С’,
которые в некотором ортонормированном базисе е,е› пространства Н имеют
матрицы
ин zi
e” 0 e” 0
tH _ соответственно.
(кобулі лі
0 е Я 0 еп
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Тогда СИ зуї, 0! е І; а оператор Й/, согласно лемме 2, являєтся
2 2произведением унитарных операторов U, u U,, raxux aro U; =U; = 1.
Следствие 1. Множество значений уеЕС, для которых существуют
унитарные операторы Ц,,Ц,,Ц. , удовлетворяющие условиям
Пааа, ШО, зу
или
oh = 2 =U; =1, 00.0, =71
kai
совпадает с множеством Г че", k=0,2n-1
Доказательство следует из того, что для невырожденных операторов
2,0, 0, равенства (0, з у1, 0.0, є уЇ и 0.0.О, = 71 эквивалентны.`
Действительно,
UUU, = 71 @UU, =U; @ UU, =y1,
U,U,U, = yl <2 U, = yUS'U;' S UU, =.
Следствие 2. Если п - нечетное натуральное число, то множество
значений УЕС, для которых существуют унитарные операторы (,(,,
удовлетворяющие условиям И і:
== ИЦ=
клі
совпадает с множеством Г, =че”, К=0,2и-1
клі
. Доказательство. Пусть у «се " "для некоторого 0 «Кк «Зи-1. Если Кк -
четное, то в качестве операторов (И; и Ц, можно взять
И =УГ, 0, =[.
В случае, когда число А — нечетное, указанным условиям удовлетворяют,
например, операторы
Мету
П=е " Г, ОПуаЗІ.
Имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть УЕС, iy| =1|. Тогда существуют унитарные
самосопряженные операторы U,,U,,U,,U,, заданные в гильбертовом
пространстве С’ иудовлетворяющие условию
ЦО, ву.
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Для доказательства теоремы2 потребуется следующаялемма.
Лемма3. Пусть оператор И ‚, заданный в и-мерном подпространстве Н
гильбертова пространства С, в некотором ортонормированном базисе
е,е.,....е, пространства Н имеет диагональную матрицу А, на главной ди-
агонали которой находятся числа
М» Ат» Ао Ао. АрАрИа
зі, i=1,k, и, ЕЦ, ізіт, 2k+m=n), расположенные B
произвольном порядке. Тогда О является произведением двух унитарных
самосопряженных операторов.
Доказательство. Сделаем перестановку чисел, стоящих на главной ди-
агонали матриць А ‚ так, чтобыее элементы расположились в порядке
4 AyytayAyy Aa rever tics Ais Mis oseses Mn+
Таким же образом переставим элементы базиса е,е.,...,е,. В результатеп"
получим ортонормированньй базис  /1,/5,../,, Матрица оператора И в
котором совпадаєт с матрицей
А.Ании)И
Согласно лемме 2, И есть произведение двух унитарных самосопряженных
операторов.
 
Доказательство теоремы. 2, 1) Пусть(У езе’ь, К=0,п-1р, для
некоторого пе М . Рассмотрим оператор Й, заданный, в  померном
подпространстве Н гильбертова пространства G, который B некотором
ортонормированном базисе е,е.,...,е„ тяН имеет матрицу |
авА.А
2kxi
где |за", k=0,n-1}. Пусть далее оператору Г, ‚ заданному
 
в Я, втом же базисе е,,е,,...,е, соответствует матрица
В = 448(и, 1,....№,),
ЗК
где д, = Уд, іп ‚Тогда {4, 4,....,} = e”, k=0,n-1
AB=yE>VV,=y1.
Матрицы операторов И, и И, в ортонормированном базисе e€,,@),...,€й
пространства Н имеют вид, указанный в лемме 3, следовательно, каждый из
операторов И, Г, является произведением двух унитарных самосопряженных
операторов. Таким образом, существуют унитарные самосопряженные
операторы (Ш,0,,0.,И., заданные в И-мерном подпространстве H
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гильбертова пространства:с, удовлетворяющие условию
7 | (00,00, з«уї.
2) Рассмотрим. случай, когда уУ’*|! при всех пе М, Пусть С -
сепарабельное гильбертово пространство, е6,, Ф»,.. — некоторый ортонор-ен
мированный базис С. Рассмотрим операторыри Г, заданные в С
условиями
_ _ a3 _ 3. a)
Ve=ve, Ve =7e,, Ves=ye, Ves=ye, Ves=yes, ...,
кі о Тк
Ура УП Фа» Пет р
2 7 4 4
Vie=e@, Viep=ye,, Ге=уе, Ие=уе,, Пе; =уе,, ...,
ТУ 2k
Vergy HV Crpas Vale = Caps ve
Тогда ИТ, = У1 и из леммы 3 получаем, что существуют унитарные само-
сопряженные операторы U,,U,,U,,U,, raxue uto UU, =V,, UU, =V,, 10 ects
СОС, ву.
клі
Замечание, Если у є jen", k=0,n-т для некоторого ие М, то с рос-
 
том п возрастает размерность подпространства Л, в котором могут быть зада-
ны унитарные самосопряженные операторы U,,U,,U;,,U,, такие что
„СООО, =УГ. Действительно, пусть onepatoppt U,,U,,U;,U, 3aqanbi 8
К-мерном подпространстве Н гильбертова пространства Си A — матрица
оператора ОС.С, в некотором базисе Н . Так как (,Ц.,Ц.,Ц, унитарные и
самосопряженные, то 4её А = +1. С другой стороны det A=". Отсюда следует,
и
что К2 п,если п - нечетнов, и >5 ‚если п — четное.
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